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Calculo de alguns limites

Limites - Parte 1

1 A ideia de limite

Conforme discutido no video Introducao a Nocao de Limites - Parte 1, disponivel em
https://www.youtube.com/watch?v=haDTolbBMTM, nessa parte do curso, queremos analisar graficos
de fungoes e verificar os limites laterais (a esquerda e a direita) em pontos determinados.

Exemplo 1.1 Uma panela com dgua foi colocada no fogo. No inicio, a dgua estd em temperatura
ambiente (T'I) e comeca a aquecer. No instante em que comeca a fervura (t1), alguém joga um balde
de gelo, provocando uma queda brusca da temperatura, até TG. Poderiamos representar essa situa¢ao
como no grafico abaixo.
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Depotis, a temperatura torna a subir até atingir a temperatura de ebulicao, quando se estabiliza.

O que acontece com a temperatura quando o tempo se aproxima de t; ou to?

Se, antes do instante ty, fosse possivel prever a temperatura em ty, iriamos dizer que a temperatura
seria TE, jd que a temperatura estd se aprorimando deste valor antes de ty. Por outro lado, se fosse
possivel voltar o tempo para trds, e analizar o que acontece com a temperatura quando o tempo volta
para t1, diriamos que a temperatura se aprorimaria de TG.

Esta € a primeira nocao de limate que temos, e o que estd sendo estimado aqui € o limite a esquerda
e a direita da temperatura, quando o tempo se aproxima de t;.

No limite a esquerda, estamos deizando o tempo t se aproximar de t; com valores menores do que
t1 (a esquerda de t; na reta dos nimeros reais) e vendo o que acontece com a temperatura. Se for
possivel fazer uma previsao, diremos que o limite da temperatura T(t) quando t tende a t; pela
esquerda ¢ o valor da previsao. Fscrevemos

lim T(t) = TE,
t—t,

onde T'(t) € a temperatura dada em fung¢ao do tempo t. Repare no — ao lado do ty, indicando que o
limite € a esquerda
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Da mesma forma, se aprorimamos o tempo de t; com wvalores maiores que t; (a direita de t;) e
podemos prever que a temperatura se aprozima de um valor, diremos que o o limite de T(t) quando
t tende a t; pela esquerda ¢ este valor da previsao. Escrevemos

lim T'(t) = TG.

+
t—t]

O + ao lado do t, indica que o limite € a direita.
Em qualquer um dos limites acima, a esquerda ou a direita, o valor da funcdo no instante exato tq
ndo interessa. Se tivéssemos T(t1) = TG, os limites seriam os mesmos.

Formalmente, dado um valor fixo z = a, de tal maneira que o conjunto (a — r,a) U (a,a + ) esta

contido no dominio de f, analisamos o comportamento de f nesse conjunto para calcular lim f(x)
Tr—a~

(lé—se: limite de f(x) quando x tende a a, pela esquerda) e lim f(z) (Ié=se: limite de f(x) quando x
Tr—a

tende a a, pela direita).

O limite a esquerda ¢ verificado analisando o comportamento de f em valores de x menores que
a (& esquerda de a na reta numérica), e muito préoximos de a. Analogamente, o limite pela direita
é verificado analisando o comportamento de f em valores de x maiores que a (a direita de a na reta
numérica), e muito préximos de a.

Dizemos que o limite quando = tende a a de f(x) existe e é igual ao nimero real L, se ambos os
limites laterais existem e valem L. Isto é:

lim f(z) = L < lim f(z) = lim f(x)=1L

T—a T—a~ r—at

Exemplo 1.2 As figuras[]] e[ apresentam os grdficos das fungées f e g. Para cada uma das fungoes,

existem os limites laterais em ¥ = —1¢ O limite existe?
Yy
.
/
e} H— p
Figura 1: gréfico de f(z) Figura 2: gréfico de g(z)

Solugao: Para f(z), fazendo x se aproximar de —1 por valores maiores que —1, vemos que f(x)

se aproxima de 0. Portanto, lim+ f(z) = 0. Para calcular o limite a esquerda, escolhemos valores
r——1

menores que x cada vez mais proximos de —1, para concluirmos lim f(z) = 1. Cada um dos limites

r——1"
laterais existe, mas sao diferentes. Portanto, nao existe lim1 f(z). Procedendo de modo anélogo para
T——

g(x), vemos que existem os limites laterais, e ambos valem 1. Portanto, lim1 g(x) = 1.
T——

Exemplo 1.3 Nesse caso, em x = 3, existe o limite a esquerda. O limite a direita nao existe em x = 3
pois, quando x se aprozima de 3 pela direita, f(x) ndo se aprozima de nenhum nimero, na verdade
o valor de f(x) fica tao grande quanto se queira (dizemos que tende a infinito). Assim, como um dos
limites laterais ndao existe, o limite }:I_)H% f(z) nao existe.
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Figura 3: Nao existe o limite a direita em z = 3.

2 Calculando alguns limites

No video Introdugao a Nogao de Limites - Parte 2, disponivel em https://www.youtube.com/watch?v=9
apresentamos alguns resultados que permitem calcular diversos limites. Aqui, fazemos um breve resumo
esquematizado desses resultados, resolvemos alguns exemplos e propomos exercicios.

Observagao 2.1 Para algumas fungoes, sabe-se que, para todo a do dominio, lim f(z) = f(a). Cita-
Tr—a

mos, nesse momento:

(1) Fungoes polinomiais

(2) Fungoes exponenciais

(3) Fungoes trigonométricas em seus dominios

(4) Fungoes logaritmicas, x € (0, 00)

(5) Fungoes raizes n-ésimas y = /x, com x € [0,00) se n for par e x € R se n for impar.
(6) Fung¢ao modular y = |z|, z € R

Este fato serd melhor apresentado e devidamente justificado no topico continuidade. Por enquanto,
vamos justificar intuitivamente com o fato de que o grdfico destas funcoes nao apresenta “quebras”em
pontos do dominio.

E importante observar que este fato também vale para os limites laterais, isto é lim f(z) = f(a) e
T—a
lim f(a) = f(a).
Tr—a
Além disso, também vimos que
Teorema 1 I]Dadas duas fungoes, f e g, tais que lim f(z) = Ly e lim g(x) = L,
Tr—a Tr—a
(1) im(f(z)+g(x)) = Ly+Ly. (Lé-se: o limite da soma € a soma dos limites, caso os limites existam)
Tr—a

(2) im(f(z) - g(x)) = Ly - Ly. (Lé-se: o limite do produto € o produto dos limites, caso os limites
Tr—a

existam)

IEsse resultado é bem conhecido. Sua demonstracio podera ser feita com a introducao da nocdo formal de limite.
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T L
(3) Se Ly, # 0, lim M = (Lé-se: o limite do quociente € o quociente dos limites, caso os limites
T—ra

g() L,
existam e o denominador nao tenha limite 0)

Nos primeiros exemplos, vamos justificar cada passo e sugerimos que vocé também faca isso para
firmar a teoria. Com a pratica, pode—se assumir como 6bvias certas justificativas.

Exemplo 2.1
}31_)1% e (2% + 2x) = algl_)r% e”. glﬁl_)II%(:L'?) +2z) Teoremal| item (2)
= 12¢? Observagio [2.1] itens (1) e (2)
Exemplo 2.2
lii% (cos(x) + se:f(z:—i_——k?fﬂ)) = glclgr(l) cos(x) + glclg(l) % Teorema 1] [01]

lim (z* + 37)
z—0

= 1+ Teorema |1 item (3)

31612% sen(x + 7/2)

0
= 1+- Observagao itens (2) e (3)

1
=1

Exemplo 2.3
flz) = -2 +3, sex<l
| 2z +5, sex>1

Vamos olhar lquf(x) Sex—17, f(r)=2*—2*4+3—>3. Sex =17, f(x) =22x+5— 7. A funcio
T—

tem limites laterais diferentes e, portanto, nao existe lirr{ f(z).
Tr—r

Vamos agora discutir um fato bastante intuitivo, e que nasce do préprio conceito de limite.

Proposicao 2.1 Sejam f e g fungdes definidas num intervalo aberto I e seja a € I. Se f(x) = g(x)
para todo x € I\{a} e lim g(z) = L, entdo lim f(x) = L.
z—a T—a

Note que esta proposicao afirma que para comparar o limite de duas funcoes quando x — a, apenas
importa o que acontece em torno de a, independente do que possa acontecer em a. De fato, poderiamos
até generalizar a proposigao anterior e considerar que f e g sdo fungoes definidas no conjunto 7\{a}.




Observe na figura acima. Se duas fungoes coincidem perto de z = a, é natural que tenham o mesmo
limite quando = — a.

Este fato sera muito utilizado ao longo do curso, e é o que justifica o calculo de limites através de
manipulacgoes algébricas, como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 2.4 Calcular

_ 222 + 31 — 2
im —————.
e——-2 (x + 2) sen(z)

Nossa primeira tentativa seria utilizar o item (3) do Teoremal[]] e fazer algo como

22% 4 3z — 2 lim,_, 9222 + 3z — 2
im = = .
e>=2 (z+2) sen(z) lim,, o(x + 2) sen(x)

Mas, como o limite do denominador é 0, nao poderiamos ter utilizado o item (3) do Teorema .

Uma forma de calcularmos este limite € observar que, perto de —2, o numerador e o denominador
da fracao tendem para 0. Assim, vemos que € possivel fatorar o numerador para reescrever, para

x # =2,

. 222432 -2 . (22 -1 (z+2) . 2z -1D(z+4+2) . 2z-1 -5
im ———— = lim = lim = lim = .
e—»—=2 (r +2) sen(z) =2--2 (x+2)sen(x) «—=-2 (z4+2)sen(r) =2—-2sen(r) sen(—2)

Em nosso curso, lidaremos com vdrios limites desta forma, e solucdes como esta serao aceitas. Porém,
€ importante entender por que esta forma de calcular um limite estd correta. Vamos entao refazer as
contas anteriores, justificando cuidadosamente com a Proposi¢ao[2.1. Considerando

222 + 31 — 2
(x + 2) sen(x)

fz) = T # —2ex #nm,

queremos entao calcular

lim f(x).

r——2

Para x # —2, temos

202 4+3x—2 (2o —1)(z+2] 2z-1

J@) = o senle) ~ (et 2sen(z)  sen(a)
2
Assim, para © # =2, f(z) = g(x) = x—z 5 Logo, pela Proposicao temos que
sen(x
222 + 3z — 2 20 — 1 -5
lim —— = 1i =1 =1 = .
e (x +2) sen(x) P /(@) xggg(x) e sen(z)  sen(—2)
Na dltima igualdade, simplesmente substituimos x = —2.

Observe que sen(—2) é um nimero (uma calculadora nos dard uma boa aproximacado),
entdo jd chegamos ao valor do limite. Ndo precisamos aqui calcular sen(—2).

Na tultima secao deste texto, veremos outros exemplos de limites em que utilizaremos fatoracao e ou-
tras manipulagoes algébricas, sempre justificando a aplicabilidade destas manipulagoes pela Proposicao
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Um segundo ponto, que discutimos no video, foi a relacao entre o limite de duas funcoes, f e g e o
limite da composta: fog. Como sempre, quando se trata de composicao, precisamos entender a ordem
com que as operagoes sao feitas. Se estamos falando de f o g(z), para cada x, primeiro calculamos ¢
para obter um valor e, depois, calculamos f desse valor. Esquematicamente:

z v g(a) s flg(x))

Entao, se queremos lim fog(x), precisamos calcular o limite quando x tende a a de g, e obter um valor /.
T—a

Depois, precisamos estudar o que acontece com a funcao f perto de £ e nao de a. Esquematicamente:

v gl W fe)
{ { 1

lim g(z) lim f(z)
— 1 —_— 777

Formalmente, enunciamos o resultado:
Teorema 2 Se lim g(x) =/, lirr(lgf(x) =L el ¢ D(f), entao lim f o g(x) = L.
T—a Tr—r r—a

Observacao 2.2 No teorema anterior, estamos supondo que existe r > 0 tal que (a—r,a)U(a,a+71) C
D(g) eg(z) # L,V € (a—r,a)U(a,a+1).

Exemplo 2.5 Suponha que f(x) € wma fungdo, tal que lirq f(x) = 3, liII(l) f) = V3 e
T—r T—

lime(a:) = 5. Seja g(x) = 3x — 2, x € R. Quanto vale lin%f og(x)?

T—— T—>

Representando no esquema:

f

x s 3x — 2 — fBz —2)
+ $ \

lim 32 — 2 lim  f(z)
0 " — -2 TS 5

Formalmente lim g(z) = —2 e lim f(z) =5 = lim fog(z) =5.
x—0 r——2 z—0
O Teorema [2| nos fornece uma técnica muito importante para o calculo de limites, conhecida como
substituicao de varidavel. Para calcular o limite

lim f (g(x)),

T—ra

sabendo que lim g(x) = ¢, definimos u = g(z) e, temos entao

r—a
lim  (g(x)) = lim f(u) = L,
T—a u—L
que pode ser um limite muito mais simples de calcular. E muito importante se lembrar, de, além
de trocarmos ¢(z) por u, trocarmos o ponto no qual calculamos o limite, isto é, trocar
r — a por u — /.
Esta técnica é justificada pelo Teorema , pois ele afirma que, se glclir(ll glx)="Le };iine f(z) = L entao

lim f (g(x)) = lim f(z),

T—a z—

que é a mesma coisa que escrever lirr} f(u), apenas estamos renomeando a variavel.
u—r



Exemplo 2.6 Sabendo que lin% f(z) =2, calcular
T—r
fa-1)
z—=1 x+1

Podemos fazer u = v — 1. Com isso, = u + 1, logo, o denominador pode ser reescrito como
r+1l=u+14+1=u+2. Além disso, temos linq(zv —1) =0, logo u — 0 quando x — 1. Assim,
Tr—r

Cfla=1) o f) ImPw)g

lim —= = lim = — == =

=1 x4+ 1 u—0 1 + 2 11I%U+2 2
u—

Exemplo 2.7 Sabendo que hII(l) f(x) =2, calcular
T—

lim —f(2:c2 — 8).

xr—2 332

Podemos fazer v = 22? — 8. Com isso, 22°> = u + 8 e entio 2% = 5 +4. Além disso, temos

lin% 222 — 8 =0, logo u — 0 quando x — 2. Assim,
r—

Lt R (O N LA B
im ————— = lim = m = - = —.
u—

Varios outros exemplos serao vistos na ultima secao, quando utilizaremos susbstituicao de variavel
para calcular alguns limites envolvendo fungoes trigonométricas.

Exemplo 2.8 Considere:

fz) = 3r+5, sex <2 ¢ glx) = 2z, ser <1
R sex > 2 ] 2242, sex>1

FEstude lim f o g(x).
z—1

Solugao: sex — 17, g(x) — 27, porque para valores de x menores que 1, g(x) =2z e sex < 1, 2x < 2.
Sex — 27, f(x) — 11. Portanto, lim fog(z) = 11. Sesex — 11, g(x) = 4 e lin}lf(x) = 16.
r—1— r—

Portanto lim+ fog(x)=16. Conclusao: Nao existe o limite da composta em x = 1, porque os limites
z—1

laterais sao diferentes.
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